SUJET SORTI
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SERIE SCIENCES ET TECHNOLOGIES INDUSTRIELLES

OPTIONS : GENIE MECANIQUE B, C, D, E et GENIE DES MATERIAUX

SESSION 2009

EPREUVE DE MATHEMATIQUES

Durée 4 heures - Coefficient 4

Le sujet comporte 4 pages.
La page annexe 4/4 sera a rendre avec votre copie.
Deux feuilles de papier millimétré sont fournies au candidat avec le sujet.

L'usage des calculatrices est autorisé (circulaire n°99-186 du 16-11-1999)
Le formulaire officiel de mathématiques est joint au sujet.
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Le candidat est invité a faire figurer sur sa copie toute trace de recherche, méme incompléte ou non
fructueuse, qu'il aura développée.

Il est rappelé aux candidats que la qualité de la rédaction, la clarté et la précision des raisonnements
entreront pour une part importante dans l’appréciation des copies.

EXERCICE 1 (5 points)

_>
Le plan est muni d’un repére orthogonal (O AN ?)

1.

Résoudre I’équation différentielle (E) 4y” 4+ y = 0, ol y désigne une fonction de la variable
réelle z définie et deux fois dérivable sur R et o1 " désigne sa dérivée seconde.

Le but de cette question est de trouver la solution particuliere de (E), appelée f, dont la courbe
représentative Cy est fournie en annexe. On note f' 1a fonction dérivée de f.

a) La courbe Cy passe par le point A(O; 1) et admet en ce point une tangente de coefficient
1
directeur 5" En déduire les valeurs de f(0) et f/(0).

b) Montrer que la solution particuliére f de I’équation (E) est définie sur R par :

f(z) = cos (g) + sin (32:»)
a) Soit D le domatne du plan délimité par :
e 1’axe des abscisses
e I'axe des ordonnées
e ladroite d’équation z = 7
¢ la courbe Cy

Hachurer le domaine D sur la feuille annexe.

4. Montrer que [f(z)]° = 1 + sin{x)

On considere le solide de révolution engendré par la rotation du domaine D autour de I’axe des

abscisses.
Calculer la valeur exacte, en unité de volume, du volume V de ce solide.
"

On rappelle que V== / [f(@)] dx
0

EXERCICE 2 (5 points)

Le plan complexe est muni d’un repére orthonormal (O ; W, V).

On désigne par i le complexe de module 1 et d’argument g

1.

Résoudre dans 1’ensemble des nombres complexes 1’équation : (z + 4)(22 — 4z + 16) = 0

2. On consideére les nombres complexes définis par :

za=2+2V3i 25 =2 —2V3i 2c = —4

Calculer le module et un argument de z4.

En prenant comme unité graphique 1 cm, placer dans le plan complexe (en utilisant une feuille
de papier millimétré) le point A d’affixe 24, le point B d’affixe 2 et le point C

d’affixe z¢.

IMAI2ZMEI1 2/4




3. Dans cette question, toute trace de recherche, méme incompléte, ou d’initiative méme non fruc-
tueuse, sera prise en compte dans l'évaluation.

a) Démontrer que les points A, B, C appartiennent a un méme cercle dont on précisera le centre
et le rayon.

b) Placer le point D milieu du segment [AC].

¢) Déterminer la nature du triangle BDA.

PROBLEME (10 points)

. 5 1
Soit la fonction f, définie et dérivable sur R, d’expression f(z) = e* — 5 + el
On note f' sa fonction dérivée.

. . . N - ==
Soit C sa courbe représentative dans un repere orthogonal (O 38,7 )

1. Etudier les limites de f en —oo et en +00.

2. a) Calculer f’ x($) et montrer que f'(x) peut se mettre sous la forme
i) = (e® — Iife +1)
b) Etudier le signe de f'(z) sur R.
¢) Dresser le tableau de variation de f sur R.
3. a) Résoudre dans R I’équation 2X?% — 5X + 2 = 0 d’inconnue X.
b) Montrer que I’équation f(z) = 0 équivaut a 2 (¢*)* — 5e* + 2 =0
¢) En utilisant la question a), résoudre I’équation 2 (e*)* — 5e* + 2 = 0

d) Quelles sont les abscisses des points d’intersection de la courbe C; avec 1’axe des abscisses ?
€) En utilisant les résultats des questions 2.c) et 3.d) déterminer le signe de f(z) sur R.

4. Déterminer une équation de la droite 7" tangente & Cy au point d’abscisse In(2).

5. En utilisant une feuille de papier millimétré, tracer dans le repére (O ; ?, ?) la courbe Cy et

la droite T : unités graphiques 4 cm sur 1’axe des abscisses et 2 ¢cm sur I’axe des ordonnées.
. . s . . 5 1
6. Soit la fonction F, définie et dérivable sur R, d’expression F(z) = e* — ¥
e

a) Montrer que F est une primitive de f sur R.

2
b) En déduire la valeur exacte de I'intégrale I = flz)dz
In(2)

¢) Hachurer sur le graphique la partie du plan dont I’intégrale 7 donne la valeur de ’aire A en
unité d’aire.

d) Déduire des questions précédentes la valeur exacte de 1’aire A de la partie hachurée,
exprimée en cm?. On donnera ensuite une valeur approchée de A 4 0, 1 cm? prés.
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Annexe de I’exercice 1 4 rendre avec la copie
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BACCALAUREAT, SERIES STI (toutes spécialités),

STL (spécialités

physique de laboratoire et de procédés industriels
chimie de laboratoire et de procédés industriels)

FORMULAIRE DE MATHEMATIQUES

L. PROBABILITES

Si 4 et B sont incompatibles : P(4u B) = P(4)+ P(B)
Dans le cas général : P(Aw B) = P(A)+ P(B)- P(A~B)
P(A)=1-2(4) : P@)=1 : P@)=0

Nombre d' éiéments de 4
Nombre d'éléments de )

Dans le cas équiprobable : P(4) =

Variable aléatoire

Fonction de répartition : F{x) = P{X << x)

n
Espérance mathématique : £(X) = Z Pix;

i=l

Variance : ¥ (X) = ip,v (x,, “-E(X))z =iP:x:2 ‘-(E(X))z
=l

Ecart type o(X) = ¥ (X)

i=l

. ALGEBRE
A NOMBRES COMPLEXES

Forme algébrique lz=x+i ¥

Forme trigonométrique : z = p(cas @ +i sin6) = pe'? p>0

=g - -
Q M(z)| OM=xu+yv
v P ‘[ 6?:.!:9!8(:):1;)“)56
v 0 : 0Q=y=3mz) =psin6
.0 ;_ ’ P | 0M=p.—.,z,=‘/x2 +y2
Opérations algébriques

z+-z' =(x+ip)+(x' +5") = (x+x)+i(y+y)
== (x'+iy)(x'+iy') = (xx'—yy') +i(_\y'+x.-:y)

Conjugué
z=x+iy=pel | F=x-ip=pe 't
1 — 1
x=—(z+z v o y=—(z2-7
) ~(z-3)
2+ =F+T | = =FT
- 2 2
E=x" vy =)
1 z - -
— — X +i Y =-l—e io
z zF x2+ 2 2 2
¥ x" 4y p

Module et argument d'un produit, d'un quotient

= (pe m)(P'em) = pp'e'(®*)

Inégalité triangulaire

b -] < ] < o]+

B. IDENTITES REMARQUABLES
(valables sur € ot done sr R)

(a+8)? =a® +2ab+4? ; (a-5)% =a?® ~2ab+5%
(a -1-;!’.»)3 =a’ +3a’b+3ab? +5°
(a-8)’ =a’ -3a%b+3a0 -5’

a’ -5 =(a +b8)(a~b) ; a* +b? =(a+ib)(a—ib)
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B. TRIGONOMETRIE

O—P-=cos9

.
/(; ™~ M _
/ 0Q =sind
[ 0
i o) P cos> @ +sin” 8 =1
\‘- - sing - X
'\\ tan g = . Or—+kn
] cos 2
Faleurs remarquables
NEREEEEEEEE
6 4 3 2
sin 0 -2- £ £ 1 0
2 2 2
cos 1 _{i £ -l- 0 -1
2 2 2
tan 0 V1 1 3 0
3
Formules d'Euler

cost = l(em +e_m) C . osin@= -L(e"a -—e_m)
2 2!

Formules d'addition

ei(a*-b) = ¢t

cos(a +b) =cosacosb-sina sinb
cos(a-b4) =cosacosb +sinasinb
sin(a +b} = sina cosb +cosa sinb

sin(a—b) =sinacosb—cosasinb

co.sZ::r=c¢:au;‘za—sin2 a=2casza—1=1—2smza

sin2a=2sinacosa
-2 i - .2 1
cos a=;(1+c052¢:);sm a=;(1—co52a)
Formules de Moivre_

. in\" _ ing
Pour tout entier nature! non aul », (e ) =€ .

soit encore  (cos8 +isin€)" = cosn8+isinné

D. EQUATION DU SECOND DEGRE

] . 2
Soient a, b ¢ des nombres réels, a 2 0, et A=5" - 4ac.

+
L'équation az~ +bz+c=0 admet:

- 8i A >0, deux solutions réelles

b+ _-b-A
= I =
2a
- gi A =0, une solution réelle double
b
=2y =——
1=% =

- 81 A <0, deux solutions complexes conjuguées
: —b +if-A =b—id-A
z! e, (8} :2 T e———
2a 2a
Dans tous les cas : @z’ +hz+c = a(: -—:l)(: - zz).
c

2122 = —

Zl+22 S, -

E. SUITES ARITHMETIQUES, SUITES GEOMETRIQUES

Suites arithmétiques
Premierterme 5y ; 4, =¥y, +a ; u,=uy+na
+1
!+2+"_+n=n(u )
: 2
Suites géomériques
Premierterme g ; u,,,=by, ;. u,=uh"
' _bn+l
Sidwl, S, =l+b+bl+sb"=
. 1-b
Sib=1, S,=n+l
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Ol ANALYSE
A PROPRIETES ALGEBRIQUES DES FONCTIONS USUELLES

1. Fonctions legarithme et exponentielle

ni=0 Six e]—ac,+ac[ et y €]0,+[, a* =e*"% (a>0)
ne=1 _ y=expr=ex équivaut & x = lny e")b—e“b
Inab=Ina+inb '
1n§= Ina-inb b _ o b ina”" = xina

b =§

2. Fonctions puissances

aff _ _a B p
ru=eahx (x>0) X _.xax (an =xaﬁ
0 a-p_X _
x =1 x =7 Sine N* x e [0, +x[ ety € {0, +of,

y=%? équivauta x=y"

B. LIMITES USUELLES DE FONCTIONS ET DE SUITES

1. Fonctions
Comportement a l'infini Comporiement & F'origine
. . liminx=-w
lim Inx=-+w a0
Xapten
lim e~ =+ Sia>0, imx®=0; sia<0, limx™ = +o
X—pc0 x—0 x>0
lim &£ =0
X—p—c
Sia>0, lim x% =+ ; sia<0, 4m x* =0 Comportement & l'origine de In(1 +x), e, sin x
x>t ’ X—¥+co P
n( 1+
Croissances comparées a l'infini lim —-(-—) =1
. =0 A
x & .
lim £—= +o P
=iz X Iim -—h—-.. =1
fim xe* =0 =0
re—w . Sinh
Inx Iim —=1
lim —=0 0 h
=40 X ’

X
 Sia>0, fim =y

X+ X
Sie>0, lim x%e ™" =0
x—r+on
Sia>0, fim X0
x—pt+ao X

2. Suites (SERIES  STI, spécialités génie électronique et génie électrotechnique,
STL, spécialité physique de laboratoire et de procédés industriels)

Sik>1, lm k" =+w; si0<k<l, fm k" =0
n—ea f==pc0
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C. DERIVEES ET PRIMITIVES (Les formules ci-dessous psuvent servir  la fois pour calculer des dérivéss et des primitives)

1. Dérivées et primitives des fonctions usuelles 2, Opérations sur les dérivées

fx) £ Intervaile de validité (i+v) =u'+v'
k 0 | (k) =k
x 1 oo, +ee] (w) =u'v+uy'
".neN ! J-o.+[ (_}_)' o g;_
u u

L

l _L ]-*15,0{ ou ]0.+m{ U _ u"v._w'
x x [v )
l 4 ’ ’
x_" neN® _ :+| J-,0[ ou J0,+aof (veu) =(v ou)u
1 I
—_— 0, +2¢ My _
Jx el } [ (e ) eu
X aecR ! Jo.+=] (!nu)' =2, u a valeurs strictement positives
u
inx ..l_ ]0"*'“’{ ("a)’ - d'.tta—lu'
x .
et s ], +e]
cosx - —sinx J-. 4]
sinx cosx ], +o0]

D. CALCUL INTEGRAL
Si F est une primitive de /, alors r F()dt = F(b)-F(a)
a
Posirivite

Formule de Chasles
Siassbet f =0, a.lorsrf(t)d! =0.
. .

[[rta=[ reya friepa
[roa=-[ i

Linéarité

J: (03f () -:‘-Bg(t))dl = J: ft)de+ BJ: g(t)at

Intégration d'une inégalité
Siagbet f < g, alors j:f(r)dr < fg(f)a?

Siagbet m<f<M,aorsm{b-a) < Ef(l)dr < M(b-a)

Valeur moyenne de fsur (a. b) : -bi_a f F(e)a

E EQUATIONS DIFFERENTIELLES

Equations Solutions sur }<o , +o]
y-ay=0 f(x)=ke™

y'+m2y=0 f(x)sdcosmx+Bsina>x
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