BAC TECHNOLOGIQUE

SUJET SORTI Session 2010

MATHEMATIQUES

Série Sciences et Technologies de Laboratoire (STL)

Option : Physique de Laboratoire
et de Procédés Industriels

Durée de épreuve : 4 heures

Coefficient : 4

Ce sujet comporte 5 pages numérotées de 1 4 5.

L’utilisation d’une calculatrice est autorisée.
{Circulaire n° 99-186 du 16 novembre 1999)

Le sujet est composé de deux exercices indépendants et d’un probléme.
Le candidat doit traiter les deuz exercices et le probléme.
La qualité de la rédaction, la clarté et la précision des raisonnements
entreront pour une part importante dans Uappréciation des copies.

Deés que le sujet vous est remis, assurez-vous qu'il est complet.
Le formulaire officiel ef deux feuilles de papier millimétré sont distribués avec le sujet.
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EXERCICE 1 (4 points)

Le plan complexe est muni d'un repére orthonormal (O ;%,¥) direct.
L'unité graphique est égale & 1 cm.

1.

Résoudre dans l'ensemble des nombres complexes 1'équation :
2 —4z+16 =0.

On cousidere les points du plan A et B d'affixes respectives :
za=2-2iv/3 et zp=12+2iV3.
Déterminer le module et un argument des nombres z4 etzp .
(a) Soit le point C d’affixe z¢ = —2v/3 — 2.

Montrer que les points A, B, C appartiennent 4 un méme cercle ¥ dont on précisera
le centre et le rayon.

(b) Construire le cercle % et les points A, B, C. (On laissera apparaitre les traits de
construction)

. Soit le point D d’affixe zp = 4i. Montrer que le point D a pour image le point C par la

. . T
rotation de centre O et d’angle —.

. Montrer gue le point £, image du point A par la translation de vecteur 513, appartient

au cercle €. Placer le point E sur le graphique.

EXERCICE 2 (5 points)

Dans cet exercice toutes les probabilités seront données sous forme de fraction.
Une urne contient des boules de couleur numérotées.

e Une boule blanche numeérotée @, que 'on notera B1,

¢ Deux boules rouges numérotées @ et @, que 'on notera R2 et R3

e Trois boules vertes numérotées @, @ et @, que 'on notera V1, V2 et V3.
Les boules sont indiscernables au toucher.

1.

On extrait une boule de 'urne, puis une deuxiéme, sans avoir remis la premiére dans
I'urne.

On appelle résultat un couple dont le premier élément est la boule obtenue au premier
tirage, et le second celle obtenue au second tirage.

Par exemple (R2 ; V3) est un résultat ; il signifie que 1a premiere boule est rouge numé-
rotée @ et que la deuxiéme boule est verte numérotée @.

Pour répondre aux questions posées, on pourra s'aider d'un arbre ou d'un tableau.

(a) Déterminer le nombre de résultats possibles.
(b} On admet que tous les tirages sont équiprobables. Calculer la probabilité de chacun
des événements suivants :
A . « Les deux boules sont de la méme couleur. »
B . « Le produit des numéros inscrits sur les boules est 6. »
C : « Il y & au moins une boule blanche. »
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2. Un jeu consiste a tirer 2 boules de 'urne, selon la méthode décrite dans la question 1.

On note X la variable aléatoire qui associe, a chaque résultat, le produit des numéros
inscrits sur les deux boules.

Exemple : On associe au tirage (Bl ; V2) le nombre 2 car 1 x 2 = 2.
(a) Donner toutes les valeurs que peut prendre la variable aléatoire X.

(b) Montrer que la probabilité que la variable aléatoire X prenne la valeur 9 est égale & —.

(¢) Donner la loi de probabilité de la variable aléatoire X sous forme de tableau.

(d) Calculer espérance mathématique de la variable aléatoire X.
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PROBLEME (11 points)

Partie A : Btude d’une fonction auxiliaire

Soit. g la fonction définie pour tout nombre réel x appartenant 4 U'intervalle ]0; +o00[ par
g(z) =2 +3—2lnz.

On note ¢’ la fonction dérivée de la fonction g.

1. A P’aide du tableau de signes de la fonction g’ sur intervalle |0; +oc], indiquer les varia-
tions de la fonction g sur Pintervalle |0 ; +o00[ :

z 10 1 +c0

@ - 0o +

2. Calculer ¢(1) puis en déduire le signe de g(z) pour tout nombre réel z strictement positif.

Partie B : Etude d’une fonction

Le plan est rapporté a un repere orthonormal (O ;, 7), unité graphique 2 cm.

Soit f la fonction définie sur 'intervalle J0; +oo[ par

et ¥ sa représentation graphique dans le repere (O i, 5)
1. {a) Déterminer la limite de la fonction f en 0. Interpréter graphiquement le résultat.
(b) Déterminer la limite de la fonction f en +o00.

2. {a) Montrer que pour tout nombre réel z de l'intervalle 0 ; +o0o[ la fonction dérivée f’
de la fonction f est définie par :

: g(z)
T) = =—-.
f'(z) 2z
En déduire le signe de f'(z) pour tout nombre réel z strictement positif .
(b) Dresser le tableau de variations de la fonction f sur Vintervalle J0; +o00].

3. (a) Montrer que Véquation f(z) = 0 admet sur 'intervaile ]0; +o0{ une solution unique
notée .

(b) Donner, en justifiant, un encadrement d’amplitude 0,01 du nombre réel « .

4. Déterminer une équation de la droite T tangente a la courbe % au point d’abscisse 1.
1
5. Soit Z la droite d’équation y = 5% -+ 1.

(a) Montrer que la droite 2 est asymptote oblique & la courbe € en +oc.
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(b) Démontrer que la droite Z coupe la courbe @ en un point B d’abscisse ei.
(¢) Etudier les positions relatives de la courbe % et de la droite & sur U'intervalle |0 ; +o0of
6. Tracer dans le repere (O ;1,7) (unité graphique 2 cm) les droites T' et 2, ainsi que la
courbe ¥
PARTIE C : caicul d’une aire
1. Hachurer sur le graphique la partie F du plan délimitée par la courbe ¢ , 'axe des
. . . . 1
abscisses et les droites d'équations respectives x = el et = e.

2. (a) Montrer que la fonction H définie par H(z) = = (Inz)® est une primitive de la

[N RN ]

1 .
fonction h définie sur V'intervalle ]0; +-o0[ par h(z) = i;i

{b) En déduire une primitive F' de la fonction f sur Vintervalle |0;+o0[.

(c) Montrer que la valeur exacte de l'aire & de la partie du plan hachurée F est, en
unités d’aire,

2¢? + 6e — 8et + 1
5 .
En déduire une valeur arrondie & 1072 de I'aire & en cm?.

& =
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BACCALAUREAT, SERIES STI (toutes spécialités), 108

STL (spécialités

physique de laboratoire et de procédés industriels
chimie de laboratoire et de procédés industriels)

FORMULAIRE DE MATHEMATIQUES

. PROBABILITES

Si A et B sont incompatibles : P(A L B) = P{4)+ P(B)
Dans le cas genéral - P(Au B)= P{A)+ P(B)- P(A~ B)
PLA) = 1- P(4)

P(03) =1 P(@)=0

Nombre d' &léments de A
Dans le cas équiprobable : P( 4) = Nombre d'éléments de

Variable aiéatoire
Fonction de répartition - F{x) = P(X' < x)

Espérance mathématique : £(X)=_ p;x,

Variance : V(‘Y\)= 5:[’1(':.1 _E(x))z =£Plxlz _(E(X))z

=] in|

Ecart type o(X) = ¥ (X)

fl. ALGEBRE

A. NOMBRES COMPLEXES
Forme algébrique . z=x + iy

Forme trigonométrique : z = p{cos @ +i sin0) = pe'® >0

- - -
[ Q M(z)] OM=xu+yv
A p OP=x= Re(z) =pcos @
4 0 0Q=y=3Imz) =psind
0 ; p 0M=p=|z|=”x1 +y2
Opérations algébriques

147 = (x+iy)+(x’ +p) = (x+xY+i(y+y)

' = (x e iyfx’+iy’) = fx’ - py) +i(' +x)

Nombre d'éléments de Q iy

Conjugué

z=,|:+iy=p¢w; E:x—iyzpe_ia
1 = !

x=—(z+2 ; y=—(r-%
SaeR) 5 v=2(-9)

z+'=F+T =37

zf:rz_+y2=Hl

l2—':::’ 2: 7 -y2=_l_¢-w

z 2z x" 4y Xty 4]

Moduie et argument d'un produit, d'un quotient

.

= ( pe'o)(p' ' ) - pp'ei(o”)

Inégalité triangulaire

R

B. [DENTITES REMARQUABLES
{valables sar € t done nw R)

(a+b)2 =at +2ab+6* . (a-b) =al —2ab+p?
(m-b)3 =a’ +3a’b+3ab’ +b°
(@-8)’ =a’ -3a’b+3a0? -5’

al-p? ={a +b)(a -b) gl «p? :(aw’b)(a—ib)
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., TRIGONOMETRIE

OP = cosé
Q e \ 0Q = sind
”,
0 /36 Y cos’ B +sin 0=
an@ = sin6 0l vkn
' cos@

Yaleurs remarquables

0 d X x Ll x
6 .4 3 2
sin 0 -l- .;JZ .{_.3._ 1 0
2 2 2
cos 1 _J_s z -l— 0 -1
2 2 L2
an 0 _3 1 ﬁ 0
3
Formules d'Esler
cosd = l(ew +ee"4a) ; sin®= —l—(cw —-e"’)
2 2f
Formuies d'addition
ei(aoa) ___eiaeib
cos(a +b) = cosacosb - sina sinb
cos(a-b) = cosacosh+sinasinb
sin(a +b) = sinacosb +cosasmb
sin{a - b) = sinacosb - cosa sinb
cosla =c¢n2 a—s:‘nz a=2wsz a-1= l—2.w‘rr2 a

sinla = 2 sinacosa

cos’a= -2‘-(l +cos2a)’; sin’ a= -;;—(l - cas2a)

Formules de Moivre
: ” s
Pour tout entier naturel non nul », (e‘a) =e"?

R L ” .
soit encore  (cas@+isinB)" =casné+ismné

D. EQUATION DU SECOND DEGRE
Soient o, b, ¢ des nombresréels, a2 0, et A = b? - 4ac.
L'équation az” +bz+c =0 admet :

- 8 A > 0, deux solutions réelies
B —b+vA -b-JA

z; = =
i 2 2 >

- si A = 0, une sohstion réelle double -

&

Zy & o T v meam

155 2

- s A <0, deux sokitions complexes conjuguées
_~bwid-A -b~id-A
= 2 @z,

T 24

2

Dans tous les cas : az’ +bz+c=a(;—:,)(:~:2).

b, . ¢
) +&, -"'--:, 2‘.22 22 e

E. SUITES ARITHMETIQUES, SUITES GEOMETRIQUES

Suites arithandtiques
Prensiertermm my ; ¥, =W, 42 W, =Uy+na
I_+2',+-A--+n="("+l)

2
Swites glomitriques
Prewier terme &y U,y = U, u, =ugh"
- 2 » l:—b.’l ‘
Sibel, Sy =l4b+b" +etb =

iI-&

Sib=1, S, =n+i
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il ANALYSE

A PROPRIETES ALGEBRIQUES DES FONCTIONS USUELLES
{. Fonctions logarithme & exponentielle

ni=0

Si x €]-c0,+oc| et y €0 +af, 2 =" (a>0)

Ine=1 y=expx=e¢" équivauta x=lny (c)b "
=&

Inab = Ina +inb . ¢

e =)
n2 = na—inb asb o b ina* =xrina

e =e%

a-b _ e’

¢ =%

e
2. Fonctions puissances
. adfi _ _a p g
ruzeahx (l'>0) Xi _xux (In) =x°n
x°~t x“‘B.____i__ . . .
= B Sine N* x € [0, +wo[ ety € [0, +oof,

y=Yx oéquivauti x=y"

'B. LIMITES USUELLES DE FONCTIONS ET DE SUITES

1. Fomctions .
C went & Tinfini Compartemeni & l'origine
lim nx =+ | I bpx =~
im ¢ =+ !Siu‘>0,lhx°=0; i <0, limx® =+
-+ -0 x—0
lim " =0
X—pead . .
Sia>0, lim x% =+ ; sia<0, limx*=0 Comportement & l'origine de In(1 + x), €*, sin x
X—-an X4l
. s  bo{1+h)
Croissances comparées a l'infini lim -———~ =]
h0 A
x B
lim f ] PLa
frrm X lim =1
x B0
lm xe” =0 o
94— Inx lim sn =1
lim —=0 A0 h
I+ X

. X

Sia>Q, lim L o
E—+0 X

Sia>0, lim x%e”
Fom 2o

sia>0. fim 2X_g

I—pean X

x

=0

2. Suites (SERIES STI, spéeialités génie éectronique et géuie dectrotechmique,
STL, apécialité physique de laboratoire et de prockdds industriels)

Sik>1, lim k" =4+, iO<k<!, lim k" =0
D N—cy
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C. DERIVEES ET PRIMITIVES (Les formules ci-dessous peuvent servir # la fois pour calculer des dérivées et des primitives)

{. Dérivées et primitives des fonctions usuelley

/) J'x) Intervalle de validiré (wev) =u'sv
- 0 - +ao (ku)’ = ku
g : ]—m.+m[ (MV)' =y'v+uy
P nelN =™ J-oo.+ o] (_l.) i W
. . =
L b }-0.0{ ou 0.+ (i) o
x £2 - — 5
LoaeN _n J-.0{ ou Jo,+ef (vou)l = (v ou)’
x" xrM»l -
1 X
m—— 0, . ,
J; ZJ; ] +Q[ (B") ze i
*,aeR ax®! Jo. +af
Inx -!- ]0,-0‘@[ (uq) - “-Iu
x
e* R ]-Q,M(
cos x —sin x Jo, +af
sinx cos X ]—w.+en[

D. CALCUL INTEGRAL

Si F est une primitive de . sors [ £ (1)t = F(b) - F(a)

Formule de Chasles

[ (e = [ r(oan s [r(oyn

[ra=-[ 7 (e

Linéarité

J:(af(:) ~Bg(r))dr = aff(l)t'{t +BEg(¢)d,

E EQUATIONS DIFFERENTIELLES

Positivité

Sia< bet f }-O,n.lorsrf(l)dl =
a

Intégration d'une inégalité

1. Opérations sur les dérivéies

Sia< bet /< galons [ f()ar < [ g(o)at

Sia< bet m< /<M, dors mib-a) < [£(1) < M(b-a)

.
Valeur moyenne de fsur [a, b] m—ﬁf(l)d

Equations Solutions sur }<o , +eof
y‘_a}":o f(x)=k€“
y'+mzy:0 f(l')z Acoswx + 8 sinox
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